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This research is concemed wi出 dynamicalmodeling of nonholonomic mobile 
manipulators. We propose a new dynamical formulation method of a mobile 
manipulator whose travelling motion is restricted kinematica11y by nonholonomic 
cons凶 ints. The proposed formulation named Newton-Euler method， has two 
mぽitsas compared wi也 acurrentIy authorized Lagrange method: (1)註doesnot 
require to reduce a numb町 ofgenぽa1ized∞ordinates，b民auseminimum state 
variables are used in the modeling procedure企om也emst， (2) it suits to inv町民
dynamica1 ca1culation， the propぼtyis derived企omrecursive formulation enabled 
by a seria1 link structure of mounted manipulator. Furthぽ， we show details of 
bo血 formulationmethods using one link mobile manipulator as an example. As 
the result of it， same dynamical equation is obtained by completely different 
methods. 
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1 緒言
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移動マニピュレータの運動をコンピュータ上でシミュレートするには移動マニピュレータの動力学モ
デルが必要である.本報では、固定型マニピュレータの動力学定式化の 1つの方法として知られている
ニュートンオイラ一法[1]を、移動マニピュレータに対して適用可能な定式化に拡張した新しいモデリン
グ法を提案する.本報告で議論する移動マニピュレータは，左右独立に駆動される車輪の回転角速度に
よってステアリングを切る二輪独立駆動形である.本報では車輪の横滑りはないものと仮定する.これ
により移動マニピュレータがもっ自由度は直進と旋回のみである.また走行面は水平面とする.本報告
では，ラグランジュ法，ニュートンオイラー法の両方の手法を用いて非ホロノミック移動マニピュレー
タの運動方程式を導出し，結果が一致することを確認する.本報告で用いるラグランジュ法は、移動マ
ニrュレータのもっている各種のエネルギ}関数を算出し、それらをラグランジュの方程式に代入する
という方法である.一方、ニュートンオイラー法は，移動マニピュレータの各リンクに対する力、モー
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メントの釣り合い、作用、反作用に注目し、ニュートンの運動方程式とオイラーの運動方程式を用いる
ことによって移動マニピュレータ全体の運動方程式を求める方法である.
両者を比較すると、ニュートンオイラー法のほうが以下の点でラグランジュ法よりも便利である.ま
ず、最初から低次元化された拘束条件を用いて議論することができるため、ラグランジュ法では必要な
低次元化の過程がニュートンオイラー法では省略することができ、その分だけ計算が容易になるという
点が挙げられる.さらに、逆動力学問題を解くという目的、すなわち、運動方程式を閉じたかたちで求め
るのではなく要求される運動に必要なトルクを求める場合には、マニピュレータの直鎖リンク機構を考
慮した帰納的定式化であるニュートンオイラー法のほうがより直接的な方法になっているからである.
2 非ホロノーム性
ホロノミック，非ホロノミックとは力学的拘束を分類する用語であり，ホロノミックな拘束とは拘束
条件が一般化座標と時間を変数に持つ代数方程式で表されるものである.それ以外の拘束条件はすべて
非ホロノミックな拘束と呼ばれる.ホロノミックな拘束とは一般化座標を qε Rn，時間を tとしたと
きに次式で表される拘束を表す.
h(q，t) = 0 E Rm 、 、? ?， ， ???， ，?、
いまI m~n のとき運動は起こらなし、から、 m<η と仮定し ， h のqに関するヤコヒ守行列はフルランク
であると仮定する.これは式(1)に含まれる m個の式が独立な拘束であることを意味する.陰関数定理
によれば，この場合，式(1)を用いて m個の一般化座標を解くことができる.この低次元化によりシス
テム全体の挙動を拘束条件を持たない (n-m)個の独立な一般化座標で記述することができる.
一方，式(1)のような代数方程式ではなく，拘束条件が次式で示す微分方程式で表されることがある.
g(q，q，ιt) = 0 E Rm (2) 
もし式(2)が式(1)の形式に帰着できるならば，その拘束は積分可能であるという.そのときの拘束はホ
ロノミックである.しかし，式(2)が式(1)の形式に帰着できないとき，拘束は積分不可能であり非ホロ
ノミックとなる.
移動マニピュレータの走行部分を以下リンク 0と呼ぶことにする.リンク Oの運動等の速度で表され
る幾何学的拘束条件や宇宙ロボットの運動量保存則の拘束は， aと£だけを含み，Xについて線形な次
式の微分方程式で表される.
A(q)q = 0， A(q)εRmxn (3) 
ここで，式(3)は独立な m(<η)個の拘束を表し I A(q)は行フルランクのヤコビ行列である.
次に移動マニピュレータの非ホロノーム性について具体的に示す.Fig.1，Fig.2に示す2軸左右独立駆
動型の移動マニピュレータを考える.~w は基準座標系を表し， ~O はリンク 0 に固定された座標系， ~1 
は第1リンクの座標系， ~Glは第 1 リンクの重心位置の座標系を表す.左右の駆動輸を結ぶ軸の中間に
~O の原点を固定し，この軸に垂直でリンク O の進行方向に Ox 軸をとる.簡単のためここでは ~O の原
点と台車の重心が一致し、各軸の方向も一致していることを仮定する.すなわち ~O=~GO である.また、
以下の議論の準備として ~GO 、 ~Gl の各軸はリンク 0 とリンク 1 の慣性主軸と一致していることを仮定
しておく • ~w における ~O の原点の位置を WXO ， WYO'リンク Oの回転角を (}O' リンク 1の回転角を
qlで表すと，移動マニピュレータの一般化座標は WXO， W yo， (}O， qlの4変数で表すことができる.左右
駆動輪の回転角を qL，qR，車輪の半径を r，左右車輪開の距離を T，Ox軸方向のリンク Oの走行速度
を陥，回転角速度を ω。とし車輪が滑らないことを仮定すると，V01ωoは次式で表される.
w y 
z w w X。 w x 
図1.基準座標系上の 1リンク移動マニピュレータ
IZ 
〆
;レf'y L:~ 
図 2.1リンク移動マニピュレータモデル
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ロト[主~][!: 1 (4) 
一般化座標の速度 W土0，W Yo， iJoとVo，ωoの関係は次式で得られる.
[ヤ01「osooolr
W YO I =I sin ()o 0 I I 
()o J L 0 1 J L 
式(2)で示した A(q)守=0の形式の拘束条件は，式(5)の第1，第2行の関係、を用いて%を消去して次
式で得られる.
(5) 
W土osin 90 -W Yo cos ()o = 0 (6) 
式(6)の拘束条件は非ホロノミックであり，移動ロポットの走行は非ホロノミックな運動であることが
わかる.また，この非ホロノーム性に関する問題により移動ロボットを目標位置へ走行させることが困
難になる.
3 ラグランジュ法による定式化
5，6章で提案するニュートンオイラ}法による移動マニピュレータの動力学定式化について述べるが、
提案手法と比較して議論するため、 3，4章では Y.Yamamotoらによって定式化されたラグランジュ法
[2]，[3]，[4)について述べる。水平路面を走行する2輪独立駆動型移動マニピュレータの運動を考える.走
行状態を表す非ホロノームな拘束，すなわち，基準座標系からみた移動マニピュレータの並進速度，回
転角速度，リンク 1の回転角速度，左右駆動輪の回転角速度の関係は次式のような 1次の微分方程式で表
される.
A(q)q = 0 (7) 
ここで，A(q)は拘束条件を意味する行列でA(q)εRmxn，q = [ql，q2，..，qn]T ，qεRnは一般化座標
である.Tを運動エネルギー，Uを位置エネルギーとすると，ラグランジアン Lは L=T-Uと表す
ことができる.このとき，非ホロノーム系に対するラグランジュの運動方程式は
d IθL¥θL m、
:. (ートー =Qiけ‘入kAki (i = 1，一.，n) 
dt ¥8qi! θqz t=1 (8) 
と表すことができる.ここで，Qiは系に働く一般化入力，入I，A2，"'，Amはラグランジュの未定乗数である.
式(7)，(8)より，全体で (n+m)個の方程式が得られ，(n+m)個の未知量ql，q2，'・.，qn ， Al'入2，'"，Am 
を定めることができる.上の運動方程式は，行列とベクトルを用いて次のように表すことができる.
M(q)昔+V(q， q)q + G(q) = Eu + AT(q)入 (9) 
ここで， M はMERnxnの慣性行列であり，VqはVqERnの遠心力及びコリオリカを表すベクトル，
G はGERnで重力の影響を表すベクトルである.また，EはEERnxTの定数行列で，uはUεRTの
入力ベクトルである.また，rは入力数である.式(9)では，式(8)のQiがEuの要素に，Ek=l入kAki
がAT(q)入の要素に対応している.この運動は常に式(7)によって拘束されている.
次に，A(q)の零空間を張り，少なくとも 1四時間で微分することが可能で線形独立なベクトル場に
よって構成される行列を S(q)εRnx(n-m)とする.このとき
A(q)S(q) = 0 
、 ? ? ? ?????， ，
が成立し ¥;/ρεRn-mを用いて
q = S(q)ρ 
で表される Qは，S(q)が式(10)を満たすことから式(7)を満たす.上式をtで微分すると
位=S(q)砂+S(q)ρ
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(1) 
(12) 
が得られる.ここでは，式(11)，(12)のρによってdを， ρによって位を規定している.式(9)に式(11)，(12)
を代入してq，信を消去し，さらに，両辺に ST(q)を掛けると、未定乗数ベクトル入は消去され
ST(q)M(q)S(q)v + ST(q){M(q)S(q) + V(q)S(q)}ρ 
+ST(q)G(q) = ST(q)Eu (13) 
となる.したがって，qεRnについての移動マニピュレータの運動方程式である式(9)はρεRn-mに
関する運動方程式
M(q)ρ+ V(q，q)ρ+ G(q) = Eu = T 
ただし
M(q) 
V(q，q) 
G(q) 
E 
ST (q) M (q) S (q) 
ST(q){M(q)S(q) + V(q)S(q)} 
ST(q)G(q) 
ST(q)E 
(14) 
(15) 
(16) 
(17) 
(18) 
となる.式(14)はρについての低次元化された運動方程式である.ここで，瓦亙(q)はqの値にかかわら
ず常に正定対称行列である.
4 ラグランジュ法による実計算
3章で述べたラグランジュ法による定式化について，Fig.1，Fig.2に示す1リンク移動マニピュレータを
例にとり以下に具体的に述べる。
4.1 運動エネルギー関数の導出
姿勢変換行列RER3x3と並進ベクトノレpεR3から成り立つ閥次変換行列Tを式(19)で定義する.
(19) 
Ewから EGlの同次変換行列 WTGlは，
WTGl WT11TGl (20) 
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となる.ここで.wTlはEwから:Elの変換を表し.lTClはElから EGlの変換を表す.具体的には，
WTGlは次式のように表すことができる.
WPG1 川卜Pllr'RG1 'pG1  
1 J L 0I 1 J L 0I 1 J 
=γCl W Pl + W Rl 1 PG (21) 
同次変換行列WTGlの並進ベクトノレ WPG1つまり Ewから見たリンク 1の重心の位置ベクトルは，式
WPGl WP1 + WRl1PGl 
lwzolm(偽+qt)
w uo| + 卜s岳…i
αo 
r W Xo + b cos (Jo + qt) 1 
エド;ln [~ 1 
IWω+ bsin (Jo + ql) I (22) 
Iα1 
となる.ここで， α， b はそれぞれ ~o と El' ElとEGlの原点の距離である.また， Ewからみたリン
クOの重心の並進ベクトルWPGOは
r wxo 1 
Wpco I wyo I (23) 
o I 
となる.
基準座標系Ewから見た第1リンクの重心位置，台車の速度ベクトルWρGI，wtFoは，式(22)，(23)を
時間で微分して，
rW土o-b((Jo + tit} sin (Jo + qd 1 
WρGl I WYO + b( OO + til) cos (Jo + qd I 
o 
WTco 円|
となる.
台車の質量をmoとすると，台車の並進運動エネルギーは式(25)のWρGOを用いて
(24) 
(25) 
;moW必oWKo=トO(Wx~ + W必 聞
となる.ここで，添字Tは転置を表す.第1リンクの質量を mlとすると，第1リンクの並進運動エネ
ルギーは式(24)のWTGlを用いて
jmlwρ51wkl=;ml(wd+W93)+jmlb2(60+dl)2 
+mlb(Bo + tid{ W Yocos (Jo + qd _ W土osin (Jo + qd} (27) 
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となる.
1リンク移動マニピュレータの並進運動エネノレギー (Ttrans)totalは式(26)，(27)より，
(Ttrans ) total 
1 lAI' o 中 U/O 1 I!I/中日r2mO .Po . PO + 2m1 .p(i1 . PG1 
jmo(wd+W92)+jml(wd+W93)+jmlb2(90+dl)2 
+m1b(90 + qd{ W yO cos (f)o + qd _ W土osin (f)o + qd} (28) 
となる.
次に回転運動エネルギーを求める。:EGO，:EG1はリンクO及びリンク 1の重心に固定され、その各軸が
慣性主軸と一致しているから、:Ewに対する台車の慣性テンソル WIGOは，
r WIox 0 0 1 
WIGO 0 WIoy 0 
L 0 0 W Ioz J 
となる.同様に， :Ewに対するリンクの慣性テンソル W[G1は.
r Whx 0 0 1 
WIG1 0 Why 0 
L 0 0 Whz J 
(29) 
(30) 
となり、リンク Oの重心の回転角速度ベクトルWωGOは，
WWGO 山 (31) 
となる.
第1リンクの重心の回転角速度ベクトルWωG1は，式(31)を用いて
WωG1 WωGO + W q1q1 
WωGO + W R1 1q1q1 
l;|+l;212J 
? ?? ?
?
??????
?
?
? ? ? ? ? ? ? ?『 ，
?????
」
???
?
?
、 ?，?••. 
、 、
•• ， ， ?
???????，?
、 ， ，
? ?
?????
?
? ??
???????
?
?
? ?
，??? ? ?
』『
? ? ? ? ? ? ?
? ?
?
?? ?
? ? ??
?? ??
??
??
? ? ?
』
? ? ? ? ? ? ? ?
』
(32) 
となる.ここで，Wq1は，回転角q1の回転方向を表す単位ベクトルであり、水平面の走行を仮定すると
きWq1= WR11ql = [O，O，l]Tとなる。
1リンク移動マニピュレータの回転運動エネルギー (Trot)totalは式(29)，(30)，(31)，(32)より，
刷 toω=;wdoWIGOWωGO+jW41WIJωG1
=;WM+;WIldo+dl)2 (33) 
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したがって，運動エネルギ一関数Tは，式(28)，(33)より
(Ttrans)total + (Trot)total 
j(mo+ml)(wd+明 )+lwM+1(mlb2十ヘ)(Oo吋 d22V~ U . 2 
十mlb(Oo+ qt){ W ilo cos (Jo + ql) -W土osin (90 + qt) } 
となる.
T 
(34) 
リンク 1の重心での Eo，ElのZ軸回りの慣性モーW 10z， W ltzはそれぞれリンク 0，となる.ここで，
メントである。
ラグランジュ法による運動方程式の導出
1リンク移動マニピュレータの一般化座標は位置姿勢を表す Wxo，wYoと回転角 80，ql， qL， qRを用い
て表すことができる.移動マニピュレータの一般化座標qは次のように表すことができる.
4.2 
(35) 
2章で述べたように Vo，ωoは式(4)で，一般化座標の速度 X，払610と Vo，ωoの関係は式(5)で与えら
れている.式 (5)に式(4)を代入し，Voを消去すると Wxo，WYo， 80は
[Wxo， wYO，90，ql，qL，qR] • oσ    Jq 
(36) 
3121 
!?l 
となる.式(36)は式(6)のように変形できるので，式(36)は非ホロノミックな拘束条件である.さらに，
式(36)を左辺に移項し，変形すると
[:η山川￡勾r日日0-ぺ刊一→十2ドい問~cos 80∞側ω叫Oω州…均0向
~川一す十刊1計S
80 + f子可寸qL一5手可イqR
?
? ? ? ? ? ? ?
、 ? ? ? ? ? ? ?
•• ， ， ?
???
?
?? ???? ??????
? ?
??
?
???
?
? ??
?
????? ? ? ?
』
?????
???
???
? ?
????????
???
???
? ?
?????-; cos 80 
-; sin80 
T 
T 
??????
??
?
???
(37) 。
(38) 
ただし，A(q)はとなり，式(37)は3章の式(7)のように A(q)q= 0と表すことができる.
-; cos 80 1 
-; sin80 I 
T .J 
-; cos80 
-; sin80 
T 
T 
????????
A(q) 
である.
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移動マニピュレータの運動エネルギー関数Tは， 4.1節の式(34)より与えられている.ここでの移動
マニピュレータは Ewのx-y平面上を移動し，z方向への運動がないと仮定しているので，位置エネ
ルギー関数Uは零である.よって，ラグランジアンLは
T-U 
l(mo+ml)(wd+W93)+lwんZ63+1(mlb2+WI叫(Oo+ cid2 2 -V~ V • 2 
+m1b(Oo + cid{ W iJo cos (}o + qd -W Xo sin (}o + qd} 
L 
(39) 
となる.1リンク移動マニピュレータの運動方程式は3章の式(8)より与えられているので、式(8)に式
(39)を代入することにより以下の式を得る.
d IθL¥θL 
一一一一dt¥δW土。/θWxo
= (mo +mdw云o-m1b(Oo + iid sin (}o + qd -rnlb(Oo +仇)2cos (}o + qd 
(40) =入1
d IθL¥θL 
一・一一-dt ¥θWiJo) θWYo 
= {mO + mdW yo + mlb{Oo + iid cos {(}o + qt) -rnlb{Oo + cit)2 sin {(}o + qt) 
(41) =入2
d IδL¥θL 
-.一一-
dt¥θo。ノ θ(}o
= W IOzO + (m1b2 + W I1z)(OO +品)+mlb{WyoCOS{(}O +qt) -Wxosin((}o +qt} 
(42) =入3
d IδL¥δL 
ー・一一-dt¥θcil} δql 
= (m1b2 + W 11z)(Oo +仇)+ m 1 b{ W yo COS (}o + qt) -W xo sin (}o + qd} 
(43) 
(45) 
(44) 
よって
= 71 
d IθL¥θL 
ー・一一-
dt¥θciL} δqL 
=0=九ート叫ん一ト州入2+2入3
d IδL¥δL 
一-一一一dt¥θciR} θqR 
=0=TR-;cosOo入1ー ;sinO山一が3
式 (41)から式(45)までは，行列とベクトルを用いて 3章の式(9)のように表すことができる.
o -m1bsin (}o + qd 
mo + m1 mlbcos (}o + qt) 
m1bcos (}o + qd m1b2 + W IOz + W ltz 
m1bcos (}o + ql) m1b2 + W I1z 
o 0 
o 0 
mO+m1 
0 
-m1bsin (}o + qt) 
-m1bsin (}o + qt) 。。
M(q) 
(46) 
??????????????
-m1bsin (}o + qt) 
m1bcos (}o + qt} 
m1b2 + W ltz 
m1b2 + W I1z 。。
(47) 
?????????
-mlb(80 + qd cos (80 + qd 
-ml b(80 + qd sin (80 + qd 
0 
0 
0 
0 
-mlb(80 +qd cos (80 + qd 
-mlb(80 + qd sin (90 + qd 
0 
0 
0 
0 
?????????
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V(q，q) 
(48) 
(49) 
?????
??
??
???
。
。?????
?
G(q) 
E 
(50) 
?? ? ? ? ? ? ?
? 」
、?
、?
??
??
《?
??? ???
u 
である.ここで. i1，7L，市はそれぞれリンク1，左右駆動輪にかかるトルクである.
次に.3章の式 (11)のようにq1， 九，ωoの要素を含むベクトルρを用いて Qを
(51) 
??
? ??
， ? ? ?
???
?
??
???? ? ? ?
? ?
???
? ?
??
?
?
??????? ? ??? 、
? ?
?
???????
???
???
? ?
(52) 
と表現する.このとき S(q)は
?
?， ，
???
?
? ?
cos8o 
sin80 
O 
O 
T 
r 
???
????S(q) 
(53) 
??
?
? ? ? ? ?
cos 80 
sin8。
O 
O 
T 
T 
???????
?
??? ? ? ? ? ????? ??
? ?
?????-~ cos8o 
-~ sin8。
r 
T 
??????
??
?
???
A(q)S(q)は
。
であり，
A(q)S(q) 
257 
となり， 3章の式(10)を満たしている.式(9)のq，位を S(q)，ρ，ρを用いて表すと移動マニピュレータ
の方程式は式(14)のようになる.よって，式(16)から式(18)より M，V，G，Eは以下のようになる.
。
mO+ml 
m1bcos (80 + ql) 
m1bcos (80 + qd 。。
mO+ml 
0 
-m1bsin (80 + qd 
-m1bsin (80 + qd 。。
?
?
， ，
???
??
??????
?
?
ST (q)M(q)S(q) 
o 
sin80 
0 
??
? ?
??
??
????????
』
M(q) 
???
?? ?
?
?
?
cos80 
sin80 
o 
o 
r 
r 
???
????
?????????
-mlbsin (90 + qd 
m1bcos (80 + qd 
m1b2 + wI1z 
m1b2 + W I1z 。。
-m1bsin (80 + qd 
m1bcos (80 + qd 
m1b2 + wloz + wI1z 
m1b2 + W ltz 。。
(54) 
m1b2十 Wltz 1 
-mlb sin ql 
mlb2 + wloz + W I1z J 
???
?
??
??
?
?
?
?
???????
??
?
?
?
????? ? ?
』
(55) 
「』
?????
」
???????、 ，??
??
? ?
? ?， ，
?? 、??? ??
ST(q){M(q)S(q) + V(q)S(q)} [。ザocos ql 
-mlb(θ0+引)cos ql 0 
o ml bOo cos ql 
V(q，q) 
(56) ST(q)G(q) = 0 G(q) 
?????
??
?????
????
?
?? ? ? ? ? ? ??
? ?
? ?
?
???
??
????。??
??
o 
sin80 
o 
ST(q)E 
??
??
??
??
???? ? ? ? ?
』
E 
(57) 
?
??
?
(58) 
?
? ? ? ? ? ? ?
」
、 ，
??
《??????? ??
? ?
?
???????、?
??
、?
《?
???
?
???????
』
? ， ，
????? ? ?
? ?
? ?
??
?
???
↑ ?
T 
10， roはそれぞれリンク Oの Ox方向にかかる力，Oz軸回りの回転トノレクである.ここで，
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式(54)から式(58)を3章の式(14)に代入した形は次のようになる.
[mlb2+WI1-mMmlb2+WI11fj1 
-mlbsinql mO + ml -mlbsinql I I Vo 
mlb2+WI1z-mlbsinq1mlb2+WIoz+WI1z j lo。
o mlbOO cos ql 0 1 r ql
+ I -mlb(}o +仇)cos ql 0 -mlb(}o + qt} cos ql I I VO
o mlbOo cos ql 0 J L (}o 
li i;lli 卜[~] (59) 
5 ニュートンオイラ一法による定式化
4章までのように，リンク Oの先端つまりリンク 1の下端に座標系 E1をリンク 1に固定して設置す
る.その z軸はリンク 1の回転軸と一致しているものとする.同様にして第nリンクにはりンク座標
系Enが固定して取り付けられている.リンク 0に取り付けられた座標系Eoのx，y軸回りの回転は，
前後のキャスター輸と駆動輪により拘束されているのでEoで表された移動ロボットの角速度 0ωoは，
E内=[00ωoJT，ω0= (}oと表される.Eoのz軸九。はEwのz軸方向と一致しているのでE内は町内と
等しい.次にEoのy方向の並進は車輸の摩擦力により拘束されており z方向の並進も重力によって拘
束されているから， Eoで表されたりンク Oの並進速度 Oyoは oYo= [九oO]Tと表される.EwとEo
の姿勢変換行列を WR。で表すと ，~W で表されたEo の並進速度 wþ。と回転角速度内"0 は，
ゆ。=旬。oYo
九'0= [00ωO]T 
(60) 
(61) 
と表される.ここでT，r，(IL，qRはそれぞれ，リンク Oのトレッド，左右駆動輪の半径，回転角速度であ
る.これらの変数を含めると，式(60)，(61)は3章の式(7)A(q)q= 0と等価な条件式となる.しかし，
ニュートンオイラ一法では，式(60)，(61)より，加速度を計算することで変数消去を行うことなく定式化
することができる.なぜなら、式(60)，(61)に含まれる変数Vo，ωoは、ラグランジュ法で得られた結果で
ある式(59)の変数と一致しているからである。以下にその手法を示す.
Eoの並進加速度開少。，回転角加速度叱'0は，Ewで表された重力加速度ベクトノレも=[0 0 -g]T 
を考慮すると，
ゆ。 =wTo_wg 官。oYo+可。ovo_wg (62) 
Wω 0= [00 心叩州0]
と求められる.
(63) 
Eoで表されたリンク Oの重心を 08。と表す.Ewで表された Eoの原点よりリンク Oの重心までの位
置ベクトル吻。は"さ'0= wRooS。と表される.これを用いて， Ewで表されたリンク Oの重心の加速
度 wTaoは，
wTao =~台。+"íω。 x W8o +九'0 x (W;ωo xWSo) 
と表される.ただし xは外積を表す.
(64) 
車載マニピュレータの第 i関節の角速度qi，角加速度品より Ewで表された第 iリンクの回転角速
度内向，角加速度内~i を求め，これを用いて第 i リンクに固定した座標系の原点の加速度 wÞi を算出す
る.以上の準備のもとに，第iリンクの重心の加速度 wTaiを算出することができる.
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次に，求めた第iリンクの運動を起こさせるのに必要な力 η'i(= miWTCi. miは第iリンクの質量)
とトルク門Vi( =w1i町山 +WωiX (W1i xWωd，ここで W1iは慣性テンソル)は第i+lリンクから第i
リンクに伝わる力 -Wli+1とトルク _wni+1と，第i-1リンクより加わる力 Wliとトルク Wniより得
られるので，第iリンクの運動方程式を漸化式で表すと，次式となる.
Wli L474+1+mtztpGz 
巧li Wni+1 +w1i九'i+W，ωi X (ηt九'd
+引×mt141b+Wpm+1×wfz+1
(65) 
(6) 
ただし.wSi =wR-i iSi. WPi，i+1 =wR-i iPi，i+1.であり 1Pi.i+1は，むで表した Eiの原点より Ei+1の
原点までの位置ベクトルである.ここで第i関節が回転関節であるとき.WZiはEwで表された第t関節
の回転方向を表す単位ベクトルであるから，式(65)，(6)で表された運動をするために第i関節軸に必要
な駆動トルク ηは，
η= (Wn[)九i+ Iaii + Ciqi (67) 
と求められる.ここでqiは第i関節の回転角であり.Iaiはアクチュエータの慣性モーメントであり.Ci 
は粘性抵抗である.また第t関節が直動関節であるとき，同年tは第t関節の直動方向を表す単位ベクトル
であるから，その関節に必要な駆動力liは，
五=(wlf)九i+mαふ+C必 (68) 
と求められる.maiはアクチュエータの質量であり，qiはここでは直動変位である.
さて，移動ロボットに固定された座標系Eoの原点に加わる力とトルクは，式(65)，(6)において， i = 0 
とすることで求められ，以下のようになる.
wfo=wfl+mowbGO 
Wno wn1 +wlo ~ω。 +W.ωo x (wlo W;ω0) 
+旬。 xmOW.んo+WPO，1 xW 11 
(69) 
(70) 
移動ロボットは.Wx。方向の並進運動と%。回りの回転運動のみの自由度しかもたないこと，この2つ
の自由度に対する移動ロボットの駆動力及び旋回トルクは，左右駆動輪が発生すべき駆動トルクデL，匂
の和と差より求まることを考慮すると，これらのトルクと勺O，WnOの聞には，次の関係
子+子=(W.ん刊。=10 (71) 
;(守一千)=内T)九0=可 (72) 
が成り立つ.ヂL，ヂRは連立方程式(71)，(72)の解として得られる.左右駆動系の粘性抵抗を CL，CR，慣性
モーメントを IaL，IaRとすると，モータの発生すべきトルク TL，TRは
TR=デR+ IaRqR + CRqR 
TL =ヂ'L+ IaLqL + CLqL 
と求めることができる.
(73) 
(74) 
以上の逆動力学計算の中で TLとTRはWlo，Wnoより求められたものであり，これらは Vo，1-も，ω0，山o
を変数として含んでいる.これらのOリンクの駆動系に関する運動方程式と，式(67)または式(68)で
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求められたマニピュレータの第 i関節に対する運動方程式をまとめると，水平面上を滑らずに走行する
PWS型移動マニピュレータの運動方程式は，
M(q)ρ+ V(q，q)ρ+ G(q) = Eu = T 
ただし，v= [νL，vo]T， 
νM = [ql q2，..， qn]T， n:リンク数
ρ。=[¥も，o]T，
T = [TL ， T~]T， 
TM = [Tl，T2，..，Tn]T 
TV = [JO， TO]T 
(75) 
とまとめることができる [5]，[6].ここで府(q)は(n+2)x (n+2)の慣性行列であり，17，Gは(n+2)要
素のベクトルで，それぞれ遠心力及びコリオリカを表す項と重力項である.
6 ニュートンオイラ一法による実計算
並進速度 W台。は式(60)より
"1>0 wRooV。
r cos Bo -sin Bo 0 1 r VO1 r陥cosBo 1 
I sin Bo cos ()o 0 I I 0 I = I九sin()oI 
o 011101 0 
である.:Ewで表された:Eoの回転角速度Wωoは
Wωo [0 0 80]T 
となる.式(76)を微分すると:Eoの並進加速度wToは式(62)より
W台。 ゆ。 _wg 
I陥cos()o -V ()osin Bo 1 
I VO sin Bo + V ()ocos Bo I 
o 
となる.:Eoの回転角速度Wω。は式(7)を微分して
九 o [0 0 Oo]T 
(76) 
(77) 
(78) 
(79) 
となる.:Ewで表された:Eoの原点よりリンク Oの重心までの位置ベクトルwsoは，Fig.1，Fig.2に示し
た1リンク移動マニピュレータでは Eoの原点とリンク Oの重心が一致していると仮定しているので
'"旬。=旬。oso= 0 
である.式(77)から式(80)を用いて Ewで表されたリンク Oの重心の加速度wPcoは式(64)より
WPco ゆ0+叱'0xwso+九'0x (~ωo x wso) 
I九cosBo一Vo()osin ()o 1 
I VO sin {}o十九()ocos ()o I 
o 
(80) 
(81) 
となる.~W で表された第 1 リンクの回転角速度 Wωl は
、 、
.• ， ， 、 ? ? ? ? ?? ? ? ?????
?????
， ，?? 、
? ? 、
??』
?
?? ?
???? ?????????
?
? ?
????
』
? ????
-sin(80 + qt) 
cos (80 + qd 。 ??
?? ?
???????
??
? ? ?
??
』
? ，
? ? ? ? ?
??
??
= [ムl
となる.式(82)を時間で微分すると WW1は
Wω Wω。+W qliI + (Wωo xW qd(II 
? ??
?
、? ? ? ? ?? ? ? ? ? ????? ? ? ? ?
』
??
?? ? ? ? ?
?
?
? ?
「???
』
? ?
、 、
?
?? ? ? ? ? ?
」
?
?
? ? ? ?
?? ? ? ? ?
」
?????
?
?
『????
???
? ? ? ? ?
となる.第 1 リンクに固定した座標系 ~1 の原点の加速度 WÞl は式 (82) ， (83) を用いて
wth=W台。+WωoX wRoOP1 + Wωo x (Wωo x wRoOP1) 
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(82) 
(83) 
?、???????
???
?
? ?
?
?
?
「? ? ? ? ?
??
??
ーー ー
?
?
。
?
??
?
? ? ? ? ?
， ? ?
?
?
??
?
?
?
?
?
??
?
?
???
」
?
? ? ? ? ?
?
?
?
??? ? ?
」ー ?』
??
?
?
?
?
?
???
、????
?
?
?
? ?
?
?
? ?
?
? ?
? ， ，
?? ???
??
?ー
? ???
、?
、?
。??
?
?、?
? ?
?
? ?
，
? ? ?
， ? ? ? ? ?
???
? ??
?? ?
?? ??
?
?? ?
??????
での位置ベクトル"包1は
WS1 W R11S1 1…t) -sin (80 + qI) 
sin (80 + qt) cos (80 + qt) 
o 0 
ikos(80+ql)l 
b sin (80 + ql) 。
?? ? ? ?
?? ?
? 」
?? ?「? ? ??? ? ???
??
となる.第1リンクの重心の加速度 WTGlは式(82)から式(85)を用いて
WJ-GI=wbl+wω1 X W SI + Wω1 X (Wω1 X WSt) 
I 九cos80一 V080sin 80 1 r 0 1 r bcos (80 + ql) 1 
陥sin80+陥80cos 80 I +I 0 I xI b sin (80 + qI) I 
L 0 J L 80 + ihJ L 0 J 
(84) 
(85) 
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r 0 1 ( r 0 1 r bcos (80 + qd 1¥ 
+ I 0 I xI I 0 I xI b sin (80 + ql) I I 
L 8向0+4仇1J¥L 8向0+4引lJ L 0 JJ 
[ 陥いい…C∞ωω叫OωM叫s8均0内0一m附附…0μ刊仰川S引mωi凶in()凶6
恥いい川…i凶M州附n()叫伽…0向如川0け川+州陥仇C… 偽川……+吋吋州叫d仇ω仙山川…1け仰)μ川同州Cω州OS叫(8偽いい川0け川山+切叫q仇ω1け)一寸b… 2S句切刷刈sin (80 +剖m州 附刷附叫哨(仇伽向如いい川川+切切叫q引ωイ1け~ 1 l 0 
となる.よって，第1リンクの運動を起こさせるために必要な力とトルク WJl' Wn1は式 (65)，(66)に
(86) 
i=lを代入して
W J1 W J2 + m1 W台G1
[九cos80一Vo80sin ()o -b( ()o +仇)sin ()o + qt) -b(60 + 4t)2 cos (80 + q1) 1 
m1 I陥sin80+九()ocos ()o + b( 80 + ih) cos (80 + q1) -b( ()o + 41) 2 sin (80 + q1) I 
o 
(87) 
?
????????
???
???
?
?
ー?
??
????
???
???????
???
???? ????ー?
??
???????
??
?
? ?
?
?
????
? ?
?
「? ? ? ?
、 、 ? ??ー???????，?， 、
?
? 。
??
?
???
?
??
』
?? ??
??
? ???
?
?
?，
??
? ??????? ，
?
?
??
??????
o I 1+ … ω x m1ぺ十十十j[卜いい[トトト九恥刷S討in…凶叫如…0向伽い0け川+州岬陥附0向いい…0μ仰山ωC∞ωω叫Oω叫s8均0偽o [ OO!J ¥ lkMω州叩Oω州州s叫哨(仰川6
0偽0+4仇1J J L 0 
-b(80 +仇)sin (80 + ql) -b(60 + 4d2 cos ()o + qt} 1 
+b(Oo + it} cos ()o + qd -b(60 + 4d2 sin ()o + qt} I 
o 
[ (mjb' + W Ih)(Oo +q!l -~jbV. sinqj + mjbVoOo cosqj ] o 12 hz  id m1九 1 1  1J 
となる.ここではリンク 2は存在しないので WJ2' Wn2は零ベクトルである.
式 (87)，(88)で表された運動をするために第 l関節軸に必要な駆動トルク 71は式 (67)にi=lを代入
(88) 
して
71 (Wnf)九1+1α1il + C141 
(m1b2 + W 11Z)(OO + iid -mlb九sinql+ mlb九九cosq1 (89) 
となる.リンク 1でのアクチュエータと粘性抵抗は考慮していないので lal，C1の値はともに零である.
リンク 0に固定された座標系 Eoの原点に加わるカとトルク WJo， WnOは式(69)，(70)より
WJo W Jl + mO W j元。
「九cos80一 Vo()osin80 -b(80 + it} sin (80 + qt) -b(80 +仇)2 cos (80 + qt) 1 
ml I九sin80+ Vo80 cos80 + b(80 + il) cos (80 + ql) -b(80 +引)2 sin (80 + qd I 
o 
I九cos()o -V080 sin ()o 1 
十moI陥sin()o +九80cos()o I 
o 
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(mo + mt}(¥陥もS回ino偽0+¥陥も0偽Oc∞Oωso，仇'0)+ mlb(9内o+q仇t)cos (0内o+q仇d。
?? ? ? ? ? ? ? ?、 ? ? ?
?
??
??
? ????????、 ， ，
?、
? ?
?
?? ??
， ?
、? ?
、?，
••• 
?
? ?
?
?
????? ?
??
， ，?、 ， ， ? ??? ? ?? ??
??
??
(90) 
Wno Wn1 + wlo Wω。+Wωox(WloWωo)+WSo×mowJho+wpo，l×wf1
[ (mlb2 + w!tz)(Oo + it) -~ 0 1   W f  q}一mlb九sinql + m1bVoOo cos ql 、???
，?
?
??????
」
?
???
「
??????
?? ? ?
，?
?
??
??
?
?
?
?
?
???? ?? ???
??
?
???????
???
???
? ? ? ? ?
』
?
?
??????
」
?
?
? ?『 ?
? ? ?
??
? ? ?
?
?
??
??
? ?
?
?
?
?
?
?
?「? ? ? ? ? ? ?
』
?
r 01 r 陥cosoo一Vooosinoo -b(90 + ql~ sin (00 + ql) 
+ I 0 I x ml I九sinoo+同00cos 00 + b(90 +仇)cos (00 + qt) 
| α
-b(oo +仇)2cos (00 + qt} 1 
-b(oo +仇)2 sin (00 + qt} I 
[ 
一m叩M叩叩…α吋仇仇ω{仰仰九hωs凶i泊no叫小0向いい0け川+尚陥仇いC∞…Om叩 α吋巾伽{何仲…%恥CWI1ん'Ozo向0+(mlbポ2+ W ftz)(i仇o+q仇t)一mlM陥もs討inq仇1+ml沙b¥九も0偽Oc∞osq引1 
となる. リンク Oの Ox方向の力 hとOz軸回りの回転トルク TOは式(71)，(72)より
ん (W10 T)乃。
cosoo{{mo + mt}(Vocosoo一九oosinoo)-mlb(oo +仇)sin (00 + ql) 
-m1b(Oo + ql)2 cos (00 + ql)} + sinoo{(mo + ml)(九sinoo+竹内cos(0) 
+mlb(Oo +仇)cos (θ0+ qt} -m1b(Oo + qt)2 sin (00 + qd} 
(mo +mt}九 -mlb(Oo + qd sinql -mlb(Oo +仇)2COSql (92) 
70 (Wno T)九。
w IOzOo + (mlb2 + W ftZ)(OO + qt} -mlb九sinql+ m1bVoOo cos ql (93) 
となる.また，左右の駆動輪のトルクヂL，匂とん，70との関係、は、式(71)，(72)より、
ん
TR . TL 一一-r r (94) 
可~(主一主)
L. r r 
である.よつて式(何89的)，以ベ(仰92幻)，以ベ(仰93幻)，以ベ(仰94的)，(ベ(仰95町)を式(σ75吋)ような行列とベクトルで表すと
lm吋 bポh川2+一mlbsi泊nq引 mO+ml 一mlbs討inq引 II Vo 
ml山b2+ W ftz -mlbsinql mlb2 + W IOz + W ftz J L i。
(95) 
?
? ? ? ? ? ?
」
??? ?
??
???????? ? ? ? ? ?
」
??
? ?????? ????
??
??
? ?， ， ?
•• 、 、
?? ?
?
?
?????????? ?
??
?
?? ?
??
(96) 
???
，?????
?
?
?
?
《 ?「??? ??
』
? ?
『? ? ? ? ? ? ?、?
、?
??
《?
《?
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? ?
+ 
これは，式(59)と一致している.となる.
結言
本報告では非ホロノミック移動マニピュレータの運動方程式の導出をラグランジュ法，ニュートンオ
イラ一法について行った.
まず，移動マニピュレ}タが走行する際での非ホロノーム性について示した.次に移動マニピュレー
タの運動方程式を導出する手法であるラグランジュ法，ニュートンオイラ一法について示した.そして，
この2つの方法を用いて具体的に移動マニピュレータの運動方程式を導出した.その結果，式(36)と式
(76)，(77)また，式(59)と式(96)からラグランジュ法，ニュートンオイラ一法ともに一致した結果が得
られた.したがって，ニュートンオイラー法は低次元化された拘束条件から議論を始めることができる
ので，ラグランジュ法での低次元化の過程が省略できることを確認することができた.
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